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e Limita funkce v bodé

Pojem limita patfi k nejzdkladnéjSim matematickym pojmdim. Pomoci limity je
mozné presné chdpat radu dalSich pojmU: napf. tecna grafu, asymptota grafu
apod.

Pro lepsi pochopeni pojmu , limita funkce” vyuzijeme funkci
N F T r
fry= kde IE( Z‘D)U(O‘z)

X

Funkce neni definovana v bodé 0.

: Pro Cisla velmi blizka k bodu 0 jsou
1+¢ ....... A funkcni hodnoty velmi blizko k Cislu 1.

(Ke kazdému &-okoli bodu 1

v

existuje takové &-okoli bodu 0
ze pro: vSechna x € U(0,9) \{0}
je flx) e U(Lg )
tg x

Rikdme, Ze funkce f. = 9* mavbodé0limitu L=1,pideme: lim — =1
X
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e Definice

Funkce f ma v bodé a limitu L, jestlize k libovolné zvolenému okoli dobu L
existuje okoli bodu a tak, Ze pro vSechna realna x #a z tohoto okoli nalezi
hodnoty f(x) zvolenému okoli bodu L.

Zapisujeme:  lim f(x) =1L

X—d
* Funkce f ma v bodé a nejvyse jednu limitu.
*POZOR: Funkce f je spojitd v bodé a , pravé kdyz  lim f(x) = f(a)

PF. Vypoctéte:

. 2 .
a) }g_Tg (x - 3) Funkce je spojita v bodé 2 ,proto: 23‘21 (x*—3) =22-3=1

b) lim 3X+4  Funkce je spojitd v bodé 2 ,proto:
2 x4 1  3x+4 32+4 10
lim — =— =
—=2x°+1 2941 5

=2
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POZOR! Pokud pocitame limitu v bodé, v némz neni funkce definovana,
pouzijeme nasledujici vétu:

Véta o limité dvou funkci.
Jestlize pro vSechna x=a z jistého okoli bodu a plati:

f(x) =g(x) a soudasné lim g(x) =L

potom md v bodé a limitu i funkce f a plati: lim f(x) = lim g(x) =L

Pr. Vypoctéte:

a) lim 3x* =X  Funkce neni spojita v bodé 0, proto upravime:

= C3x*—-x x(3x-1

= lim(3x—1) = —1

x—0
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Pr. Vypoctete:

x>+ 4x+ 3 | (x+1).(x +3) | (x + 3)
a) lim = lim > = lim 5
xo—-1 x34+1 ——-1(x+1).(x*—x+1) x=-1(x— x+1)
wlmfﬁ+hﬁ5x—6__ (+D.(x=2).(c+3) __
-2 xX—x—2 122 (+D.(x-2)

Moznosti pocitani limit rozsifi nasledujici véta:
Véta o trech limitach.

Jestlize pro vSechna x #a z jistého okoli bodu a plati f(x) = g(x) = h(x)

a soucasné lim f(x) = lim h(x) =1L )

A— A—0
L T v , limg(x)=1L
potom existuje také limita funkceg vbodé a aplati: x—a gx)

h(x)
Pro x—>a je f(xX) < g(X)< h(x)
9 f(x)—>L, h(X)—L

) Potom také plati:  g(X)—L

v

L] B
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sin x
S vyuzitim véty o tfech limitach uréime (bez dikazu): lin& - 1
X—
. v N - , . . sink.x
Na zakladé znalosti predchozi véty lze dokazat, zZe: 1111(} —ix =
x— .

Moznosti pocitani limit rozsifi i nasledujici véta:

Véta o limité souctu, rozdilu, soucinu a podilu funkci

Jestlize lim f(x)=A g lim g(x)=B  potom plati:

A0

(1) im [f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)=A+ B
) lim [f(x) —g(x)] = lim f(x) — lim g(x) =A—-B
) lim [f(x).g(x)] = lim f(x). lim g(x) = A.B
4) 1im [ 2/ _ 4

x~a g(x) limg(x) B

lim g(x)=0

lim c.
X—=d

f(x) = c.lim f(x)
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Pr. Vypoctéte limity funkci:

a) . sin2x _  2.cosx.sinx 2 sinx
lim = lim = lim=.lim Jdimcosx =
=0 3x x—0 3.x =03 x=0 X  x—0

W
-
-

I
LI

2. cos?x . sinx
b) lim

— 2.c08%0.1= 2.1.1= 2

x—=0

4
) lim( * x):lim e — * _1=1

[ — lim — =
»~0\x24+2 sinx —~0x24+2 x-08inx 0242
.2
d) 1 3.tg’x 3.5in"x 3 sin’x
11_I}I1] 5— = lm > = lim S . lim 5 =
= 2.x =0 24° rpg2xy x=0 2, coscx x—0 Xx

_ - 3 ( sinx)z_ 3 3
T ¥202.cos?x \a-0 X 2.cos?0
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 Jednostranné limity funkce v bodé

Podivejme se na grafy dvou funkci a vSimnéme si, k jaké hodnoté se blizi funkéni
hodnoty, pokud se k bodu a = 0 blizime zleva, resp. zprava):

h:y—ﬂ k:y=sgnx

X
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* Definice

Funkce f mav bodeé a limitu L zleva, jestlize ke kazdému & - okoli bodu L
existuje levé &- okoli bodu a tak, Ze pro vSechna realna x #a z levého 5-okoli
bodu a patfi funkéni hodnoty f(x) do &- okoli bodu L .

Zapisujeme: lim f(x)=1L

X—d—

Cteme: ,Limita funkce f pro x bliZici se k a zleva je rovna L“

* Definice

Funkce f mav bodeé a limitu L zprava, jestlize ke kazdému &- okoli bodu L
existuje pravé o - okoli bodu a tak, Zze pro vSechna redlna x #a z pravého &-okoli
bodu a patfi funkéni hodnoty f(x) do &- okoli bodu L .

Zapisujeme: lim f(x)=1
x—a+

Cteme: ,Limita funkce f pro x bliZici se k a zprava je rovna L“

10




Diferencialni pocet funkci jedné proménné — 3.Limita funkce — 3.1.Limita funkce v bodé

Souvislost mezi jednostrannou limitou funkce v bodé a limitou funkce v bodé
uvadi nasledujici véta:

Limita funkce f v bodé a existuje, prave kdyz existuji v bodé a limity zprava a
zleva a jsou si rovny.

Potom lim f(x) = lim f(x) =limf(x) = L

4 A
y g y A ,
D Xh' O }{h’ O th
fry=1++x gy=1++—x hiy =1+ J[x] k:y = (x—[x])

lim,eo. (1+vX) =1 limeo (14 V=) =1 | limyq_ (1+Tx]) =1] limeo-(x — [x]) =1

lim, g, (1 T %m) =1 lim,_o.(x—[x]) =0

lim,_o (1+./Ix[)=1 .
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* Nevlastni limity funkce v bodé

Jdou-li funkéni hodnoty pro x— a, resp. x— a- nebo x—> a+ k +©9, resp. -0,

pak rikdame, ze funkce ma v bodé a nevlastni limitu a piSeme
limx—:a f(l') =+ o0 limx—:a f(x) = — @
y A
g:v = In|x]|
1 N\ lor 1 X
lim l——I—m lim Injx| = — o
x—0 xz - ) x—0
Jednostranné nevlastni limity:
y 1 ] 1 y 1 1
fiv=—= lim ——=+o f:y=- lim — = — oo
X xr—0— X X xr—0—-X
>

X 1

0 X _ 1
lim ——= — o lim — =4+
x—0+ X r¥»—0+ X

12
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