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e Limita funkce v nevlastnim bodé

Ukazeme, Ze je mozné definovat limitu funkceipro x —> +e0 ,x—> -oo

Uvazujme funkci f:y:i,D(f):R\{D},H(f):R\{D}
& Kdyz x roste nade vSechny meze ( x — +o9),
| jsou odpovidajici funkéni hodnoty f(x) stale

jo. — mensi a blizi se k nule (f(x) > 0)

vI 7/ v l 4 r 4 3 . a4
Rikame, ze funkce f:y = ~ mav nevlastnim bodé +oo limitu 0, a piSeme:
o1
lim — =0
x—+too X

A 4

Podobné: funkce f:y = % ma v nevlastnim bodé - limitu 0, a piSeme:
o1
lim — =0
x——oo X
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Pr. UrCete nevlastni limity:
a) lim 2°—1 v Funkce [y =2"—1 mj
AT T rd "4 . .
v nevlastnim bodé -oo limitu -1,
£ ~| apiseme:
lim 2¥-1 =-1
X—— 00
1 ny — .
b) lim —+4 2 Funkce /[Y=—-1+2 ma:
x——w x Y 1 ré x V4 . .

1
lim —+2 =2
x——0o0 X

1
lim —+2 =2
x—=+w X
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e  Nevlastni limita funkce v nevlastnim bodé

MUzZe nastat pripad, kdy :

- X roste nebo klesd nade vSsechny meze ( x —> +o0 , x — - o0 ), a také
- funkéni hodnoty f(x) se blizi k +eo nebo k -co (f(x) > + o0 ,f(x) > -oo).

Uvazujme funkci :

a) f:y=Inx ,D(f)=(0; =) ,H(f) =R

y

T

-

Funkce f:y=Inx ma:

* v nevlastnim bodé + o nevlastni limitu + oo,
a piSeme:
P lim Inx = 4o

X—+too

b) g:y =—x°,D(f) =R, H(f)= R

Y Funkce
*v nevlastnim bodé

= —x3 :
g:y ==X ma:

x—+co

*v nevlastnim bodeé - o nevlastni limitu +o00: 1lim —-x° =
X——00

+ o0 nevlastni limitu -o0: lim —Xx3 =
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c) h:y=x?,D(f) =R, ,H(f)= (0,+x)

y Funkce h:y=x° ma:
\/ * v nevlastnim bodé + oo nevlastni limitu 400 : lim x? = 4w

X—+o0

* v nevlastnim bodé - ©© nevlastni limitu +o0: lim x% = +w

X——co

d) chiy=x+2,D(f) =R, H(f)=R

lim xX+2 =+w
X—++co
lim x+2 = -
X—+—0C0
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Pf. Urcete body, ve kterych neni definovana funkce f:y = i a vypocitejte:
- jednostranné limity v téchto bodech a |
- limity v nevlastnich bodech.

* Jednostranné limity :
- Hledame body, v nichz neni funkce definovana: D(f) = R\{-2;2}

¥ Urcime jednostranné limity v bodé - 2:
- limita zleva : 1
lim POkUd
x——2- x2 — 4

Délime-li ¢islo 1 velmi malym kladnym Cislem, dostavame velké kladné cislo:

x— -2, pak x2-4—->0"%

xlﬁg— r2 — 4 D
- limita zprava: 1
lim = —0

x—-2+ x2 — 4

¥ Uréime jednostranné limity v bodé + 2:

- limita zleva : . 1
lim = —0
x—2" x2 — 4

- limita zprava: . 1
lim = 4co

x—=2% x2 — 4
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* Limity v nevlastnich bodech:
¥ Uré¢ime limity v nevlastnim bodé - oo:
Pokud x— -, pak X2-4— +o0 .
Délime-li Cislo 1 velkym kladnym Cislem, dostavame velmi malé kladné cislo:.

. 1
x—l>I—n::c- v2 — 4

=0

¥ Uréime limity v nevlastnim bodé + oo:

Pokud x— + o0, pak xX2-4— +o0 .
Délime-li Cislo 1 velkym kladnym Cislem, dostavame velmi malé kladné cislo:
rl—l}I—PDC- v2 — 4 =
1
Graf funkce f:y = "
Jim ::1___ =+ lim .‘.:l___ = +ao Ii 1 . li 1 _
B S w3-xz—g 0 R T
J: :L i 1 : 1
1 L = —CO — —
-2, 2! X x—!ﬂ‘* v2 — 4 }LI;!I— x2—4 -
| \\ li L li - 0
. x—l>I—n:>c- ¥2 — 4 x—l>I-|!15c- ¥2 — 4
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 Neurcite vyrazy

PFi vypoctu limit mlZeme narazit na tzv. neurcité vyrazy :

- x - ¥ 0 " m ¥ m - m x 1m ¥ mﬂ x Oﬂ
(1] oo

Véta o limité souctu, rozdilu, soucinu a podilu funkce plati :

- pro vlastni limity — bez omezeni !!!

- pro nevlastni limity — pokud vypocet vede k neurCitym vyraziim, nelze ji pouzit !!!

Pro nevlastni limity plati nasledujici véty :

(1) Jestlize lim, ., f(x) = +ow a lim,., g(x)=+co |, potom plati:
lim,_q[f(x) + g(x)] = +oo
lim,_.[ f(x). g(x)] = +oo

(2) Jestlize lim, ., f(x) = —o lim, ., g(x) = —o0 ., potom plati:

lim,_,[f(x) + g(x)] = —or
lim,_[ f(x). g(x)] = +o»
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(3) Jestlize lim,_ ., f(x) = +oo a lim,_.,g(x)=—o . potom plati:
lim,_,[ f(x). g(x)] = —oo

(4) Jestlize lim, ., f(x) = 4o a  kjekonstanta , potom plati:
lim, . k.f(x)=+4oo,pro k=0
lim, . k.f(x)=—co,pro k<0

(5) Jestlize lim,_ ., f(x) = —o k je konstanta . potom plati:
limx—}a k. f(x) = —, pro

lim, .. k.f(x)=+oo, pro
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P¥. Vypocitejte limity funkci:
: *~16 , vors :
a) }LIE} xx . Podosazeni x = - 4 dostaneme neurcity vyraz g proto upravime:
X160 i (v —4) = 44
,1!1:1114 x+4 ;{!L—-:l- x +4 x—>—¢1-( ) 4 4=-8
b) lim =% Po dosazenix = 1 dostaneme neuréity vyraz g proto upravime:
¥r—1 x —1
3_ _ 2
lim == =Iim &0 gim (22 4 x+1) =141+1 =3
r—1 X -1 r—1 xr—1 x—1

]
o Pproto upravime:

c) ,. x*+2x-3 ’
) lim ——— Po dosazeni x = -3 dostaneme

x——23 x+3
7
. =+ 2x —3 - (x+3)(x—-1)
lim Z—2"° — lim ST 1V — 21— _
L= s lim (x-1)=-3-1=-4

2 _ 7 ’
d) lim =—"*=% Po dosazeni x = -2 dostaneme proto upravime:

r——72 1‘2 +5x+6
x* +x-2 — i (x+2).(x—1) x=1 _ -2-1
- x—o—2 (x+2)(x+3) x——2 x+3 243

lim ——
x——2 x4+ 5x+6

11
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e) lim ——°>

—_— ’ {} ’
o Vxza—1 Po dosazeni x = - 3 dostaneme , Proto upravime:
x+3

. +3) . (Vat+a+1 (Vxiz
lim — lim [I_j [.\.1'_ ) = lim =i e =
x——3 Vatd—1 x—-3 (Va+a-1). (Vx+a+1) x——3 x+4-1

= lim (Vx+4+1) =2
rﬁ—B(M )
f) l. 2—/x—3 : E ’

m —2 4,  Podosazenix =7 dostaneme | proto upravime:
. 2—x-3 . 2—/x—3).(2 —3) . 4— (x—3 1
lm;'l’\—:,'; = Jim Zox 320 gy (x—3) =
X xX=—

- —— - — — 1IN -
x—7 (¥2-49).(2+/x=3) x>7 (x*-49) (2+/x-3) 157 (x+7).(2+Vx-3)

. sin 4x p
8) Jim ——_  Podosazeni x = 0 dostaneme
r—0 Vva+1l-1

G 7
~ proto upravime:

lim

— lim sin 4x .[\x+1+1}
¥—0 Vx+1-1

: —— =11m
x—0 (Vx+1-1). (Vx+1+1) x=0

sht4x.[ﬁx+1+1}__
x+1-1

. in4x . 4.(Vat1+1)
::llHISHT : - 8
x—0 4x

B 15y 1ocos2 Po dosazeni x = 0 dostaneme

— proto upravime:
x—0 x=
. 1-cos2x . Sin2x+CDszx—{coszx—sinzxj . 2 sinx
lim ——— = lim - = lim 257 —2
x—0 X~ x—0 X r—0 =

12
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Mezi dualezité limity v nevlastnim bodé patfi :

v lim P,(x) lim P,(x)

Xx—+too r——co
kde P,(x) je polynomicka funkce stupnén :
P,= a,.x"+ ap_q.x" 1+ -+ a;.x'+ aqg.a, #0,n € NU {0}

Plati: i :
lim P,(x) = lim a,x" lim P,(x)= lim a,x"
x—+too x—+oo A—=—m A=

Vysledek téchto limit zavisina a, a n takto:

lim P,(x)= +oo

x—+co

lim P,(x) = —oo

xX—+oo

P, (x)

lim
x—=+00 Qs(x)
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P¥. Vypocitejte limity:

3) lim (4x3 —x2+x+2) = 1lim 4x3(1——+ -5 +-—) = lim 4x3.1=+o
x—+0o x—+oo 4x 4x 2x x—+oo
b) xﬁ@m (4x3 —x*+x+2) = xl_i}l_nm 4x3(1 —i 3 é + i} le_i}l_llm 4x3 .1 =—co
: 3 _ .2 1 1,01 1 : _
c)xEIPm(—4x —x*+x+ 2) —xETm(—4x3)(1 ~ntiaT ﬁ) = xl_l}l:lm(— 4x3) .1 =—w

d) lim (—4x3® —x2+x+2) = lim (—4x3)(1—i+i+i) = lim (—4x3).1 =+

x——00 Xx——00 42 2 3 X—— OO0

lim (3x*-2x*—x+1) = lim 3x*.1=+»

lim (3x*—2x®—-x+1) = lim 3x*.1=—0o

xX——00 X——00

lim (-3x*—-2x% —x+1) = lim (-3x*).1=-o

x—Loo x—+00

lim (-3x*-2x%—x+1) = lim (—3x*).1=—o

xX—— 0o X——00
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P¥. Vypocitejte limity:

5
lim 2x3 - x*+5 _ lim 2x _11+ _;r:_ _ +oo-1+0 Too
a) x>+o0 Xe+x—2  x—>+oo 1+ z = 1+0-0
3 4-1 4 2
. 4x3 — x+2 . -zt I 4-0+0 4
b) lim = lim 1'1‘T 1 7 T L T

I 3. 2. . - 1 © 3+0+0-0
x——0co 3x +x=st+ta—2 x— 003+x+—z——'x;— 3

1 2 5
2 - —
. x“—2x+5 ] =t 0—0+0
c) lim ——— = lim **% % = =0
x—+o0 Zx ' —x°+ 4 x—>+00 2 - S+ — 2-0+0
X

lim

x—+oo 3x+1
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* Nékteré dilezité limity
] 1 . 1 1 .
lim — = —oo lim — = +oo lim — neexistuje
=0 X =0T x x—0 X
[l 1 u 1 [l 1
lim — =0 lim — =0 lim — =0,neN
x——00 X x—+ow X x—+omo XN
* Je-lia € (0;1)
lim a* = +oo lim a* = lim log,x = +oo lim log,x = —
x——00 x—+00 x—07 x—+00
* Je-lia € (1; +)
lim a* = lim a* = +oo lim log,x = —o lim log,x = +oo
x——00 x—+00 x—0" x—+ 0
lim Inx = —oo lim Inx = 4o
x—=07 x—+oo
lim sin x neexistuje| lim sin x neexistuje lim c0sx neexistuje | lim cosXx neexistuje

xr—+oo X——co x—+oo X——oo

lim tgx = +oo lim cotgx = +oo
X x—=07T

sin x tg x e*—1
lim -1 lim -2~ — 1 lim _1 limMZI
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