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Pro presné urceni prabéhu grafu funkce je tfeba urcit blizsi vlastnosti funkce.

* Monoténnost funkce
Funkce monotonni = funkce rostouci nebo klesajici.

Monoténnost funkce lze zjistit pomoci 1. derivace funkce .

Ma-li funkce f v kazdém bodé intervalu ( a,b ) kladnou 1.derivaci f'(x) > 0, je
v tomto intervalu rostouci.

Ma-li funkce f v kazdém bodé intervalu ( a,b ) zapornou 1.derivaci f'(x) < 0 je
v tomto intervalu klesajici.

PE. Urlete intervaly monoténnosti funkce f:y = x3 — 3 x y
y = 3x%— 3
y >0 y <0 :
3x2—-3>0 3x2—-3<0 :
x2>1 x? <1 N
x| > 1 x| <1 // |

Funkce je rostouci v intervalech (—oo0, —1) a (1, +0)a klesajici v intervalu (—=1,1). |
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PF. Uréete intervaly monotdnnosti funkce f:y = x3 — 12 x

y = 3x%—12
y >0 Yy <0
3x2—-12>0 3x2—-12<0
x% >4 x% <4
lx| > 2 |x| < 2

Funkce je rostouci v intervalech (—oo, —2) a (2, +0) a klesajici v intervalu (=2, 2).

Pozn.: Vzhledem ke spojitosti funkce f:y = x3 — 12 x je tato funkce rostouci i v intervalech
(—o0, —2) a (2, +) a klesajici v intervalu (—2, 2).
PE. Uréete intervaly monoténnosti funkce f:y = 3x* — 8 x3 — 48 x2
y = 12x3 — 24x% — 96x
y' >0 Yy <0
12x.(x2 —2x—8) >0 2 G —4).(x+2) <1

x.(x—4).(x+2)>1 g

Funkceje rostoua vintervalech (—2,0) a (4, +) a
klesajici v intervalech a : &
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* Extrémy funkce

Extrémy funkce = maximum (nejvétsi hodnota funkce) nebo minimum (nejmensi
hodnota funkce) na dané mnoziné.

Extrémy funkce lze zjistit pomoci 1. derivace funkce .

' Funkce je definovana v intervalu {a, b) :
-v bodech x4, x5, x3, x4 nabyva funkce
\ L | lokalni (,mistni“) extrémy .
L\ s X b
a \ | f 2 N\ A x  Vbodech T, T, T;, T, jsou tecny
iTl M rovhobézné s osou x , tzn. maji smeérnici
T teCny k;, = 0

Ma-li funkce f v bodé x, lokalni extrém a existuje-li v tomto bodé derivace f'(x,),
pak plati: f(xe)=0

Absolutni _extrémy (globalni maximum nebo minimum) funkce definované
v intervalu {(a,b) hledame tak, Ze porovname funkéni hodnoty v lokdlnich
extrémech a funkcéni hodnoty f(a), f(b) a vybereme nejvétsi, resp. nejmensi .
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e Stacionarni body

Ma-li funkce y = f(x) v bodé x, derivaci a je-li f'(xg) = 0 , pak bod x,
nazyvame nulovym bodem 1. derivace nebo také stacionarnim bodem funkce f.

Stacionarni body jsou fesenim rovnice f'(x,) = 0.
V téchto bodech funkce mize, ale nemusi mit lokalni extrém.

PE. Urgete stacionarni body funkce f:y = 3x* — 4x3 vintervalu (—oo, +00).

f(x) =12 x3 — 12x% =

..... stacionarnibody x; =0,x, =1

y

- vbodé x, =1 ma funkce lokalni minimum,
- vbodé x; = 0 nema funkce lokalni minimum.

1

\/ x

Podminka pro existenci lokalniho extrému :
F)>0 f<0 fx<0 fHx>0 FX)>0 f)>0 [fOM<0 fx)<0

D Y 7 I

| Xo I Xo

1
X
0 | X,

lokalni maximum lokalni minimum neni lokalni minimum ani maximum
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Pi. Urlete lokalni extrémy funkce f:y = —x? + 2x + 3 vintervalu (—oo, +0).

f(xg)=—2x+2=0

....stacionarnibod x; =1

f,(x0)>V 1 \f,(x0)<0 —vbodé x =1

ma funkce lokalni maximum

PE. Urcete staciondrni body funkce f:y = 3x? — 2x3 vintervalu (—, + ).

f(xo) = 6x — 6x°2
....stacionarnibody x;=0,x, =1

o <ON >0 TN Fi) <0

- vbodé x = 1 ma funkce lokalni maximum
- vbodé x = 0 ma funkce lokalni minimum




Diferencialni pocet funkci jedné proménné — 4.Derivace funkce — 4.3.Prtibéh funkce

e Extrémy funkce a 2.derivace

V predchozim ¢lanku jsme urcovali lokalni extrémy funkce pomoci znamének
1.derivace kolem stacionarnich bodu.
Nyni si ukazeme, jak urcit extrémy funkce pomoci 2.derivace.

Necht f"(xy) = 0 a necht existuje v bodé x, druha derivace.
Je-li f(xg) < 0, md funkce fv bodé x, lokalni maximum.
Je-li f"(xg) > 0, md funkce f v bodé x, lokalni minimum.

Pozn.: je-li f”"(x9) = 0, nelze o existenci lokdlniho extrému rozhodnout.

PF. Vy3etfete lokdIni extrémy funkce f:y = x3 — 3x?

y = 3x2 —6x  stacionarnibody: 3x%2—6x =0
xl = O ’ xz =2

y"=6x—6 probodx; =0 dostavame y”(0) = —-6<0 /
...lokalni maximum 1

pro bod x, = 2 dostavame y'(2) =6 > 0
...lokalni minimum




Diferencialni pocet funkci jedné proménné — 4.Derivace funkce — 4.3.Prtibéh funkce

Urceni globalnich extrémi funkce v intervalu, ktery neni uzavreny .

PE. Vy3etfete globdlni extrémy funkce f:y = x3 — 12x + 20 vintervalu (—5; 5)
« stacionarni body: y' =3x*—-12= 3.(x*—-4)=0
X1 =—2,Xp =2
* lokalni extrémy funkce: y” = 6x
probod x; = —2 dostdvame y(—2)=-12<0
...0stré lokalni maximum, s hodnotou f(—2) = 36
probod x, =2 dostavame y7(2)=12>0

...0stré lokalni minimum, s hodnotou f(2) =4

» vypocteme hodnoty v krajnich bodech intervalu f(a), f(b):
f(=5) =-45 ...globdlIni minimum

f(5) =85 ... neni globalni maximum , protoze 5 € D(f),
tzn.funkce nema globalni maximum

Pozn.: Pokud Fesime funkci f:y = x3 — 12x + 20 v intervalu:
a){(—5;5)...pak v bodé x = -5 je globdlni minimum, v bodé x =5 je globdlni maximum
b)(—5; 5)...pak funkce nemd globdlni minimum, v bodé x = 5 je globdlni maximum
c)(—5; 5)...pak funkce nemd globdini minimum, nemd globdlni maximum
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PE. Uréete globalni a lokalni extrémy funkce f:y = x3 — 3x + 20 v intervalu (—3; 3)

* stacionarnibody: ¥ =3x2—-3=3.(x+1).(x—-1)=0
x1=-1,x,=1

* lokalni extrémy funkce: y” = 6x
pro bod x; = —1 dostavame y”’(—1) = —6 ... lokdlni maximum, ... f(—1) = 22

probod x, =1 dostavame y”’(1) = 6 ...lokaIni minimum, ... f(1) = 18

* vypocteme hodnoty v krajnich bodech intervalu:
f(=3)=2 ...globdIni minimum
f(3) =38 ...globdlni maximum

Pf. UrCete hodnotu konstanty a € R tak, aby funkce f:y = a.sinx + %sin 3x mélav

v n 7 ’ 7 A\ 7
bodé x = 2 lokalni extrém. UrcCete druh extrému.

. 1
Yy =a.cosx +=-cos3x.3 = a.cosx + cos 3x

y(g) = a.cos§+c053§= a.05+(-1)=0..a=2 y =2.cosx + cos3x

y” = 2.(—sinx) + (—sin 3x).3 = —2.sinx — 3.sin 3x

v’ (g) = —2. (sin g) — 3. (sin 3%) = —2.? — 3.0 =—V/3 ...lokdlni maximum

10
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* Konvexnost a konkavnost funkce
Pro lepsSi pochopeni pojmU vyuZijeme nasledujici pfiklad:

PT. Sestrojte grafy funkci: f:y = 2%, g:y = log, x

fiy=2* g:y = log, x
7 / -

Graf funkce je ,,nad teCnou®. Graf funkce je ,,pod tecnou”.

Funkce f je konvexni v bodé x, . Funkce f je konkavni v bodé x, .

Funkce fje ryze konvexni v bodé x,,

- jestlize Ize v bodé [xg; f (xo) ] grafu funkce f sestrojit tecnu a

- existuje-li takové cCislo & > 0, tak, Ze pro kazdé x € (x, — &; xy) U (xg; xg + 0)
leZi bod [x; f(x) ]| nad teénou.

Funkce f je ryze konkavni v bodé x, ,

- jestlize Ize v bodé [x,; f (x() ] grafu funkce f sestrojit te¢nu a

- existuje-li takové Cislo 6 > 0, tak, Ze pro kazdé x € (x, — &; xy) U (xgy; x5 + O)
leZi bod [x; f(x) | pod teénou.

Napovéda: graf funkce tvaru v je ... konVexni, graf funkce tvaru A je ... konkAvni 11
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* Konvexnost a konkavnost funkce a 2.derivace
Pro urceni konvexnosti a konkavnosti vyuzijeme 2.derivaci:

Je-li f(x9) >0, pakjefunkce fvbodé x, konvexni.

Je-li [(x9) <0, pakjefunkce fvbodé x, konkavni.

Funkce konvexni, resp. konkdavni v intervalu

Jestlize v kazdém bodé intervalu plati, Ze f”"(x) > 0, pak je funkce f v celém
intervalu konvexni.

Jestlize v kazdém bodé intervalu plati, Ze f”'(x) < 0, pak je funkce f v celém
intervalu konkavni.

e Inflexni body
Necht ma funkce f v bodé x, derivaci.
Prechazi-li vtomto bodé graf funkce f z polohy
,had tecnou” do polohy ,pod tecnou” nebo
naopak, nazyvame bod x, inflexni bod funkce.

Plati:  f"(xg) = 0
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Pr. UrCete intervaly, ve kterych je dana funkce konvexni, konkavni, a urcete inflexni
body, pokud existuji:

a)y=3x*-2x+1
y =32x—2=6x—2
=
pro x € R dostavame y”* > 0 ... funkce je konvexni v R

b)y = -5x>+3x—5
y =—-10x+ 3
y =-10
pro x € R dostavame y”* < 0 ... funkce je konkavni v R

)y =x*—x3
y’ = 4x3 — 3x2 " /' \Z
y =12x% — 6x Y’ >0 ¥’ <0 ¥ >0

N4 Y& 4 s O 0’5
polozime y”" = 0 konvexni konkavni konvexni
12x% —6x =0

x; =0;x, =05 ... inflexni body
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1
dy=5=x 2
y = —2.x"3
N _4_ 6
y =6.x 4=F
polozime y”" = 0
6
il

pro x € R\{0} dostavame y”* > 0 ... funkce je konvexni
neexistuji inflexni body
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» Uziti derivace pri vypoctu nékterych limit
Pri vypoctu nékterych limit lIze s uspéchem vyuzit derivace.

Jedna se zejména o limitu:  lim 22
x—a g(x)

v pfipadé, ze lim f(x) = lim g(x) = 0 nebo lim|f(x)| = lim |g(x)| =
x—a x—a xX—a x—a

oo

virs 0
Jde o neurcité vyrazy o resp. —.

Pfi vypocCtu vyuZijeme tyto véty:

L 'Hospitalovo pravidio 1.

Necht llmf(x) = 11m g(x) = 0 a necht existuje vlastni nebo nevlastni lim ;gc)) .
xX—a
Potom existuje také lim ACIPN plati: lim £2 = lim f,(x)
x—a g(x) x-a 9X)  x>a 9@

L Hospitalovo pravidio 2.

Necht lim|g(x)| = +o a necht existuje vlastni nebo nevlastni lim 1

x—-a x—-a g (x)
Potom existuje také lim 22 3 plati: lim £ = Jim L&
x—a g(x) x—a gx) x—a g’ (x)

Poznamka: Obé pravidla plati také pro limitu v bodé zprava, zleva a pro limitu v nevlastnich bodech.
Ziskame-li po poutZiti L 'Hospitalova pravidla opét limitu typu %, resp. 2 , pouZijeme znovu L Hospitalovo

e LW S Q)
pravidlo: lm o= im e = Im

15
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Pr. UZitim L Hospitalova pravidla vypocitejte:

2
. —1 ) 2x 2
a) lim — = lim = == -2
x—>1 xX“—3x+2 x>1 2x-3 1
1—cos x Sin x
b) li —=1i =
: x—sin x x—-0 3x x—0 6x 6
lim — =
x—0 X
c) lim —=lim —=0
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* Postup pri vysetrovani priibéhu funkce
1. Defini€ni obor - D(f), funkce sud3, lich3, periodicka.

2. Vypocet jednostranné limity v bodech, v nichz neni funkce definovana.
Vypocet limity v nevlastnich bodech, intervaly spojitosti.

3. Praseciky grafu funkce s osami x a y , znaménka funkénich hodnot.

4. Vypocet 1.derivace.
Urceni stacionarnich bodtl a bod(, ve kterych 1.derivace neexistuje.

5. Urceni lokalnich a globalnich extrému a interval(l monoténnosti.

6. Vypocet 2.derivace.
Urceni inflexnich bodt a bod(, ve kterych 2.derivace neexistuje.

7. Uréeni intervalu konvexnosti a konkavnosti.

8. Vypocet asymptot.
9. Obor hodnot - H(f).

10.Graf funkce.

17
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Pt. VySettete pribeh funkce:
Q) fiy= x3—6x*+9%x

1. D(f) = R , neni ani licha ani suda A

2. Limity v nevlastnich bodech:

lim f(x) =+4c, lim f(x)=— 41 o /
X—+0o0 X——00

3. Prlseciky s osami :

’ + / +
-sosou x:X; = [0;0], X, = [3;0] \/
-sosouy:Y; = [0;0], f — .

/ 0

Znaménka funkénich hodnot:
f) <0  f(0)>0  f(x)>0 L
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6.y = 6x—12

y’ = S x=2 ....inflexni bod ?

f)”" <0 fG)”">0

7.V (—o0,2) ... konkavni
V (2, +0) ... konvexni
V bodé x =2 ... inflexni bod
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